Oscillatore Armonico in 3D

Prof. G. Martinelli

1 Introduzione
Ci consideri il prodotto diretto di due vettori VeW
Toy = Vo Wy (1)

Decomponiamo il tensore Ty, in un tensore simmetrico a traccia nulla, un
tensore antisimmetrico (ovviamente a traccia nulla anch’esso) e la traccia:

Oa
Tw = Sab + Aab + ?bTr

_ (VaWb+%Wa> —@V-W
2 3
Vo Wy — Vi W,
n < b b > (2)
2
5ab 7 T
+ 3 V.-W. (3)
Ci chiediamo come trasformino sotto una rotazione
VUZ - Z Oab(u_j> ‘/b ) (4)
b

i tre tensori a due indici appena introdotti. Nel seguito gli indici ripetuti si
ritengono sommati. Si ricorda che per le rotazioni O;bl O = Ogb Ope = Oge-
Nel seguito ci serviranno alcune proprieta del tensore antisimmetrico €,

€abc €cdf — 5ad 5bf - 5af (5bd 5
€hab €abe = 2 5hc . (5)

Si consideri ora il tensore T, dopo la rotazione in eq. (4)

da
Ty = Syt A+ ?bTT/ : (6)

Abbiamo

Tr =V - W = VW' = Op(B) Vs Oue (&) W, = Vyy OL (&) Opo( @) W, = V, W, = Trr. (7)

Dunque T'r € un invariante della trasformazione di coordinate (scalare).
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Consideriamo ora la trasformazione del tensore antisimmetrico A,,. Per
comodita introduciamo il vettore Z. = €.p Aap (A = 1/2€we Ze). La
seguente catena di relazioni puo essere dedotta

Aéb = €abe Zé = €abe €cdfvd/ W} = €abc ECddez ViO fk Wi,
= (8ad Obf — Oaf Opa) Oa O ViWi = (On Opt, — Oui, Ow) ViWy (8)
= Oal Obk €lkp €Epmn Vi Wi, = Oal Obk 6lkpr ) (9)

dove si e sfruttata 'antisimmetria del tensore (Og Opr, — Oqr Op) rispetto allo
scambio degli indici [ e k. Abbiamo inoltre

1 1
Z;/L = 5 EhabA;b = 5 (Ghab GpIkOaz Obk) Zp
= det[0] O, Z, = det|O] O, Z, . (10)

Dunque abbiamo trovato che Z,, ovverosia il tensore antisimmetrico, trasforma
come un vettore sotto le usuali rotazioni (det[O] = +1) , mentre per quelle
trasformazioni definite da una rotazione combinata con un’inversione di parita
(0" = P x O), le componenti del vettore non cambiano di segno (a causa del
fattore det|O] = —1). Dunque siamo in presenza di un vettore assiale.

In definitiva 1'unico che trasforma come tensore di rango 2 ¢ il tensore
simmetrico a traccia nulla S,,. Ovviamente, se Vo= W, la componente
antisimmetrica si annulla.

2 Oscillatore armonico in 3D

Si consideri un oscillatore armonico tridimensionale descritto dall’Hamiltoniana

9 229
D mwr

= 11

H 2m+ 2 ( )

dove p = (s, Py, D) € T = (2,y,2). Per semplicita di esposizione introduci-
amo la variabile adimensionale

—

§=(£&,6.8) =& (cos¢ sinb, sin ¢ sinf, cos ) = <mw)1/2

h
L’Hamiltoniana e separabile in quella di tre oscillatori armonici, uno per

ciascuna delle direzioni spaziali. Dunque gli autovalori e le autofunzioni sono
dati da

7o (12)

3

1 1
E, = hw(n+2):hw<nx+ny+nz+2>,

(€)= V() Uny (&) Y. (1) (13)
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dove

o (mw\Yt ] 2o
w(© = (5) o=l (14)
Hy = 1 Hy =2 Hy,=—-2+4¢
Hy = —126+4+8¢ Hy=12—48¢% +16¢* .. .. (15)

Gli autostati dell’Hamiltoniana sono anche autostati dell’operatore di parita,
che corrisponde alla trasformazione © — — 7, e commuta con I’Hamiltoniana.
La parita degli autostati e data da (—1)" = (—=1)"™ x (=1)™ x (=1)"=. La
degenerazione degli stati, N(n), cioé¢ quanti stati corrispondono a una stessa
energia, ¢ data dal numero di modi in cui possiamo combinare n,, n, e n,
per dare lo stesso valore di n

N = f_jo n§;1: f_jo(n—nzﬂ): (”H)Q(””) (16)

ovvero N(0) =1, N(1) = 3, N(2) = 6, N(3) = 10, .... Vedremo che questi
stati corrispondono a multipletti di momento angolare definito con [ pari per
n pari e [ dispari per n dispari.

Si puo facilmente verificare che ’'Hamiltoniana in eq (11) commuta sia
con il moment angolare totale, L2 che con ciascuna delle sue componenti,
L;, in particolare L,. Questo significa che possiamo trovare stati che sono
simultaneamente autostati dell’Hamiltoniana, di L? e di L., ed inoltre che
autostati con lo stesso valore di n, che appartengono allo stesso multipletto di
momento angolare e differiscono solo per il valore di L., sono necessariamente
degeneri. Dato che stati di momento angolare [ sono stati di parita definita,
data da (—1)!, autostati con n pari (dispari) saranno dati da combinazioni
lineari di autostati di momento angolare pari (dispari).

3 Decomposizione dello stato fondamentale e
del primo stato eccitato in autofunzioni del
momento angolare

Lo stato fondamentale ¢ dato da

—

34
Y000(§) = o (&))o (§y) Yo (&) = <71T> o—€/2

3/4
- (1> e 2 (4m) 2 Y 0(0, 6) = Roo(€) Yoo (0, ¢)  (17)

™

3



in quanto lo stato dipende solo dal modulo del vettore posizione § = /§2 + &2 + &2
mentre non dipende dagli angoli.
I primi tre stati eccitati sono:

—

134 >
droold) = (&)Wo(fy)%(fz)—(W) V3 e
1 3/4
= () V2 € cosg sinfe €
77

- 3/4

Yo1,0(8) = o (&)1 (&) Yo (&) = <1> V2 € sing sinfe ¢

—

3/4 ey
von® = wEN (&) v €)=(2) Vigewsse €ty

Consideriamo g 01(§) e riscriviamolo nel seguente modo

o 3/4 ) 1/2
¢0,0,1( ) = (i) e &2 <8;T> ( 4?;,) cost) = Ry 1(5) Y1,0(9,¢)a

R = (1) eeen (5) (19

™

Essendo lo stato 1/)070,1(5) indipendente da ¢ e lineare in cosf, si riconosce
subito che uno degli autostati dell’Hamiltoniana ha [ = 1 e [, = 0. Poiche
I’Hamiltoniana commuta col momento angolare, se troviamo una componente
del multipletto, dobbiamo trovare l'intero multipletto tra gli stati degeneri
con quello in eq. (19), ovvero gli stati corrispondenti a [ = 1, [, = £1. Nel
caso delle altre due componenti procediamo costruendo opportune combi-

nazioni lineari dl 77[}17070(5) (§] ¢0’170(5

— —

@Zji(_j = T Y100l )—’Nﬂo,Lo( ) =F (71r)3/4 e €2eF ging

= R mﬂ( 9). (20)

Allo stesso risultato potevamo arrivare proiettando ’autostato dell’oscillatore
armonico sugli autostati del momento angolare, (I, .|},

(1,£10100) = [T dp [ dcosh 7 (6.0)00(E) = :FR%@

21 1 = R
(1,£1/010) = A d¢_:<kweﬁiﬂ ¢)o,10(8) =i vg)

(21)



da cui

= (g,
wl,0,0( ) - \/§ ( 1/’1,1(67 ¢) + }/1771(07 ¢))
= 1a(§)
Yoa0(§) = i 2 (Y11(60,0) +Y1_1(0,9)) . (22)

In vista della generalizzazione a tutti gli stati introduciamo la seguente no-
tazione. Chiamiamo |n,[,[,) autostato simultaneo di H con autovalore
E(n) = hw (n+ 3/2), di I* con autovalore [(l + 1) e di [,. Avremo pertanto

<F|17 170> = <T7 97 (b‘lv 170> = 1/1001(7397@
<7?11, 1, :|:1> = <T,9, ¢|1, 1, :|:1> = @bi(r,@,qb) (23)



4 Decomposizione del secondo stato eccitato
in autofunzioni del momento angolare

Per n = 2 abbiamo 6 stati corrispondenti al pentapletto con [ = 2 e al sin-
goletto con [ = 0. Per ottenere la decomposizione conviene fare la proiezione
sugli autostati del momento angolare con | = 2, [, = +2,4+1,0,—1,—2 o
l=0el,=0.

Cominciamo a considerare le funzioni %70,0(5), %7270(5) e %70,2({), per le
quali si verifica che hanno decomposizione solo su |2,2), |2,0), |2, —2) e |0,0)

_ R@é@ Vool 0) + T22E) (Yn(e,as) - @ Yao(6.6) + Y27—2(9>¢)) ,
Yozol€) ~ (48] —2)e ¢
— 0.0+ 22 (—Yn(e,qs) = Yaol0,6) = Y200, ¢>) ,
Po02(€) ~ (4€2 = 2)e
— P Y00.0) + ool @ Yao(0,9). (24)
dove
Ragle) = 2 2EED) e

16 &2 2
RZQ(S) = \/;71_6:‘[/46_5 /2 ] (25)

Sulla base degli argomenti generali sul prodotto diretto di vettori, il primo
autostato del momento angolare, corrispondente a [ = 0, si trova semplice-
mente sommando i tre autostati nell’equazione precedente (ovverosia facendo
la traccia del tensore di rango 2), con un opportuno fattore per mantenere
la normalizzazione degli stati

(712,0,0) = Y200+ w%o LITERN (462 —6) e €72 = Ry(€)Yo0(0, ¢) .(26)

Sappiamo che le due combinazioni &2 + f; e &2 sono indipendenti da ¢, e
dunque invarianti rispetto a rotazioni intorno all’asse z. Questo implica che




corrispondono a [, = 0 ed e pertanto immediato trovare la combinazione delle
funzioni d’onda, ortogonale a (7]2,0,0), corrispondente a { = 2, [, =0
—2,00 — Y0,2,0 + 2¢0,0,2

V6

Ci rimane una sola combinazione possibile, ortogonale alla precedente, ovvero

V2,00 — Yo,2,0 Y22(0,0) + Yo (0, ¢)
V2 V2 '
Per trovare gli stati restanti, dobbiamo utilizzare ¥11¢, Y101 € ¥o11. Ab-

biamo imparato dai casi precedenti che la combinazione &, +1§, ~ exp +i¢,
dunque costruiamo gli stati normalizzati

(r12,2,0) = = Ry5(£)Y20(0,9) . (27)

= Ry(€) (28)

— —

s FY101(6) —iv011(8)
V(€)= 7

come si verifica immediatamente dalla proiezione (2,2, £1[¢4). Ci rimane a
questo punto solo uno stato, ovverosia 1/119. Usando le proiezioni sugli stati
[ =2el, =42 (tutte le altre proiezioni sono nulle) otteniamo:

7#1,1,0(3 = —1 R272<€)Y2:2(9a 9) ;;2,2(9, o) .

Dalle eq. (28) e (30) troviamo

= Ry2(£) Y211(0,9), (29)

(30)

Iny =2,n, =0,n,=0) — n, =0,n, =2,n, =0)
2
ny =1,n, =1,n, =0)

V2

In=21=2]1,=+2) =

==y}

(31)

5 L’oscillatore armonico in coordinate polari

Scrivendo l'equazione di Schodinger per gli autostati dell’Hamiltoniana in
coordinate polari, e cercando una soluzione della forma R(r)Y;. (6,¢), si
ottiene

dr?  rdr 72

l_ h? <d2 2.d U+ 1)> i V(T)] R(r) = ER(r), (32)

2m
dove, nel caso dell’oscillatore armonico V(r) = mw?r?/2. Dividendo tutta

I'equazione per il fattore hw/2, utilizzando la relazione £ = /mw/h7r e de-
finendo € = 2E/(hw), si ottiene I’equazione in unita adimensionali

<d2 2.d I(l+1)

Tae i @

; 52) R(€) = ¢ R(E). (33)



Scriviamo ora

R(&) = & Hi(¢§) e /2, (34)

dove H; ¢ un polinomio pari in &, essendo la paritd data dal fattore &', che
parte da £°. Si ottiene dunque ’equazione

d*H, 2 dH,
S[(1+1) =)=+ (e—3—21)H, =0.
2l — 1T =3 - =0 (39
Poiche H; = H;(£?), possiamo utilizzare la variabile t = £2/2, e scrivere
4 _1d
di  fde’
£ 1d 1d_ 14 1&
A2 gdE T Ede €dE T €2dgrT
d? d? d
@ = gty (36)
ottenendo
d*H, dH; 1
2) — )5 4 S (e—3—2)H, = 0.
tdtQ +[(1+3/2) — ] o +4(e 3—20)H; =0 (37)

Questa equazione ammette soluzioni per (e — 3 — 2[) > 0, chiamate polinomi
generalizzati di Laguerre. Definendo ¢ = 3 + 2n, ovvero E = hw(n + 3/2),
gli indici del polinomio di Laguerre L V(¢?) sono @ = [ +3/2 e m =
1/2(n — 1), con n > [. La formula dei polinomi di Laguerre generalizzati &
data dall’espressione

1 dm

L) = e Dy it Cam ) (39)

Si verifica facilmente che le funzioni di Laguerre danno, nei casi considerati,
le funzioni R,,; da noi trovate in precedenza, a meno di un inessenziale fattore
moltiplicativo che viene fissato dalla normalizzazione

/°° dr 2 |Roy(r)[2 = 1. (39)
0

Con questo metodo si trovano in maniera diretta le autofunzioni dell’Hamiltoniana
per n e [ arbitrari.



